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Az R" tér
Legyen n € NU {0} ={0,1,2,3,...}.
Definicié — az R” tér
Az R" (vektor)tér:
R™:= {(x1,x2,...,xn) | xi € R, minden i € {1,2,..., n} esetén}.

Ekkor x = (x1,x2,...,X,) egy pont vagy vektor R"-ben, azaz a valds szam

n-esek terében.
Tovabba RO = {0}.

Definicié — miveletek R"-ben
Osszeadds. Ha x = (X1,...,xn) ER" ésy = (y1,...,¥n) € R", akkor
x+y:=(+y,x+y....,xn+yn) €R".
Skaldrral valé szorzds. Ha x = (x1,...,x,) € R" és A € R, akkor
Ax = (Ax1, Axa, ..., Ax,) € R".

Példa. R?: a sik vektorai. Elemei: (x1,x2) alaki szdmparok, xi, xo € R.
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Miveletek tulajdonsagai, altér

Allitss — a miiveletek tulajdonsagai
Osszeadds. Legyen u,v,w € R". Létezik egy 0 € R” nullvektor, valamint
minden v € R” vektorhoz egy —v-vel jelolt dn. ellentett vektor, melyekre
(u+v)+w=u+(v+w) (asszociativitas)
v+w=w-+v (kommutativitds)
v+0=v é v+ (—v)=0.
Skaldrral valé szorzas. Ha v, w € R" és A\, u € R, akkor
A+p)v=Av+uv é Av+w)=Av+Aw,
AMpv) =Ap)v  és  lv=v.

Definicié — altér
Az R” tér egy nemires W részhalmazat altérnek nevezziik, ha zart a
vektorosszeaddsra és a skaldrral valé szorzdsra.
Példak:
© R"-ben {0} és R” mindig altér. Ezeket trividlis altereknek nevezziik.
@ Ha R2%-ben v tetsz. rogzitett vektor, W = {\v € R? | A € R} altér.
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Példak alterekre

R2 3sszes altere:

o {0}
@ Az origdn athaladd egyenesek.
o RR? (a teljes sik).

R3 Gsszes altere:
e {0}
@ Az origén dthaladd egyenesek.
@ Az origén athaladé sikok.
o R3 (a teljes tér).

Mik lesznek R, azaz a valds szamegyenes alterei?
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Linedris kombinacié
Definicié — linearis kombinacié
Az R” tér vi, v, ..., vk vektorainak linedris kombinacidi a
Avi + Aovo + - Apvks AL, A2, ..., Ak ER,

alakd (IR"-beli) vektorok.
Megj.: A nullvektor mindig el6all dn. trividlis linedris kombinacidként, azaz
csupa nulla egylitthatékkal: A; = 0.
Példak:

© Egy rogzitett v # 0 vektor linedris kombindciéi: Av alaki vektorok.

Q@ v=(2,1),w=(0,3) € R2

A sik mely pontjai kaphatdk meg v és w linedris kombinacidjaként?

Tétel és definicié — generdlt (vagy kifeszitett) altér

Legyenek vi, va,. .., vk vektorok R"-ben. Ekkor a {vi, va, ..., vk} vektor-
rendszer Osszes linedris kombinacidi alteret alkotnak R"-ben, melyet a
vektorrendszer altal generdlt altérnek, a vi, va, ..., vk vektorok linedris
lezartjanak, vagy a vektorok dltal kifeszitett altérnek neveziink.

Jele: L(v1,..., vk). )
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Linearis fuggdség, fuggetlenség

Vektorrendszer: R” vektorainak egy halmaza. (Itt: véges halmaz.)
Definicié — linearis fliggoség, fliggetlenség

Az R" tér egy {vi, vo,..., vk} vektorrendszerét linedrisan fliggdnek
nevezziik, ha léteznek olyan A1, Ao, ..., Ax € R nem mind O skalarok, hogy

A1vi + dovo + -+ v = 0.

Azaz ha a nullvektor nemtrividlisan is kikombinalhaté a vektorrendszer
tagjaibdl. Ellenkezd esetben a vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.

Megjegyzés

A linedrisan fliggetlen esetben tehat a
Avi+dovo 4+ 4+ Akve =0

vektoregyenlet csak tgy allhat fenn, hogy A1 = Ap = --- = A\ = 0.

Példa: v = (2,1),w = (0,3) € R?; v és w fiiggetlenek-e?
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Linearis fuggdség, fuggetlenség
Tétel

R"-ben egy legaldbb kételemii vektorrendszer pontosan akkor linedrisan
figgd, ha a vektorrendszer valamely tagja el6all a tobbi tag linearis
kombinacidjaként, tehat ha

Vi=A1vi+ -+ Aicavier + Aipavigr + o AV
valamilyen A1, ..., Ai—1, Ait1, ..., Ak valds szamokkal.

Kovetkezmények

© Ha egy vektorrendszerben egy vektor egy masiknak skaldrszorosa,
akkor a vektrorrendszer linedrisan fliggo.

@ Ha a nullvektor benne van egy vektorrendszerben, akkor az fliggo,
tehdt linedrisan fliggetlen vektorrendszer nem tartalmazhatja a
nullvektort.

© Ha egy vektorrendszer valamely részrendszere linedrisan fliggd, akkor
maga a vektorrendszer is az. Linedrisan fiiggetlen vektorrendszer
barmely részrendszere is linearisan fliggetlen.
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Bazis, dimenzid

Tétel

Ha R"-ben tekintlink egy n elemd, linedrisan fliggetlen vektorrendszert,
akkor a vektorrendszer dltal generdlt altér a teljes R" tér.

Azaz minden vektor el6all a vektorrendszer tagjaibdl képzett linearis
kombinacidként.

Definicié — bazis, dimenzid

Az R" tér barmely n darab linedrisan fiiggetlen vektorat R” bazisdnak

nevezziik. Az n szamot az R” tér dimenzidjanak is mondjuk.
Tehat: dim(R") = n.

@ Ha a B vektorrendszer bazis, akkor R” minden eleme pontosan
egyféleképpen kombinalhaté ki linedrisan B elemeibdl.

@ R"-nek tobb (végtelen sok) bazisa van.
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Példak bazisra

O R" egy bazisa: {e1,e,..., e}, a természetes (vagy kanonikus) bazis.
1 0 0
0 1 0
e = : s € = : s ey ey = :
0 0 1

@ R? természetes bazisa: {er, e2}, ahol ¢ = ((1)) e = ((1))
Masik bazis: {v,w} = {(i), (g)}
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Bazisra vonatkozd koordinatak

Bazis R"-ben: n darab linedrisan fiiggetlen vektor

Definicié — bazisra vonatkozd koordinatak

Legyen B = {b1,...,bn} egy bazisa R"-nek. Ekkor a fentiek szerint
Vv € R" egyértelmiien kombindlhatd linedrisan B vektoraibdl, azaz
egyértelmien léteznek A1, Ao, ..., A, skaldrok, hogy

V=Mbi+- -+ Xbp,.

Ezeket a skaldarokat a v vektor B bazisra vonatkozd koordindtdinak
nevezziik. Ekkor v alakja a B bazisban:

A1
A2

An

v

Tehat egy bazis megaddsa ekvivalens egy koordindta-rendszer megadasdval.
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Matrixok

Definicié — matrix

Egy m sorral és n oszloppal rendelkez6 szamtdblazatot m x n-es matrixnak
neveziink.

aill a12 ... din
dni doo2 ... aop .

A= : : : A elemei: ajj A= (aj)
dml adm2 --- Admn

Az 6sszes m X n-es matrix halmazat M, ,-nel jeloljiik.

Definicié — matrixokhoz kapcsolédé alapfogalmak

@ Ha n = m, akkor a matrix négyzetes vagy kvadratikus.

o Egy matrix féatldja alatt az (a11, a2, . .., akk) szam k-ast értjik
(k = min{m, n}).

o Két matrix egyenld, ha azonos tipustiak (azaz ugyanannyi soruk és

oszlopuk van), és a megfelelé elemeik megegyeznek.
@ Azon n x n-es matrixot, melynek féatldjaban csupa 1-es all, minden

mdas eleme 0, n-edrend(i vagy n-dimenzids egységmatrixnak nevezziik.
Jele: E, vagy I,. )
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Matrixmuveletek

1. Matrixok osszeaddsa

Csak azonos tipusti matrixokat tudunk osszeadni.

Legyenek A = (ajj), B = (bj), C = (cjj) m x n-es matrixok.
Ekkor C = A+ B, hacj=ajj+bj; i=1,....,m j=1,...,n

2. Matrixok skalarral vald szorzasa

Elemenként végezziik, azaz ha A € R, A = (aj;) € M, akkor
)\A = ()\au) G men-

Specidlisan: ha A és B sor-, vagy oszlopvektorok, akkor a fenti 2 miivelet
éppen a vektorok szokadsos Osszeaddsa és skaldrral valé szorzasa.

3. Métrixszorzas
Legyen A = (ajj) egy m x k, B = (bjj) pedig egy k x n tipusi matrix.
Ekkor A és B szorzata az a C = (¢j;) m x n tipusti matrix, amelyre

k
Cij = E a,-,b,j.
r=1 )
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Tétel — a matrixszorzas tulajdonsagai

e Ha A m x n tipusu, akkor E,,- A= Aés A-E, = A.

o Legyenek A, B matrixok és tegyiik fel, hogy létezik AB. Ha A € R
tetsz6leges, akkor A(AB) = (AMA)B = A(AB).

@ Ha A, B, C olyan matrixok, hogy AB és BC létezik, akkor
(AB)C = A(BC). Azaz a matrixszorzas asszociativ.

@ Ha A és B azonos tipusti matrixok és létezik AC, akkor BC is létezik
és (A+ B)C = AC + BC. Azaz teljesiil a disztributivitas.

@ A matrixszorzas nem kommutativ, azaz altaldban AB # BA.

Definicié — matrix transzponaltja

Legyen A egy m x n-es matrix. Azt az AT-vel jelélt n x m-es matrixot,
amelynek sorai az A oszlopai A transzponaltjanak nevezziik.

Allitds — a transzpondlds tulajdonsagai

e (AT)T = A. Azaz a transzponalds involutiv miivelet.

o A transzponalds és a matrixszorzas kapcsolata: (AB)" = BT - AT,
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Definiciéo — szimmetrikus, ferdeszimmetrikus matrix
Legyen A egy n-edrendii kvadratikus matrix (azaz n x n-es).
o A szimmetrikus, ha AT = A,

o A ferdeszimmetrikus, ha AT = —A.
Példak:
2 -3 4 0 2 1
A= -3 -1 7 B = -2 0 -5
4 7 0 -1 5 0

Itt A szimmetrikus, B ferdeszimmetrikus matrix.

Allitas — szimmetrikus és ferdeszimmetrikus matrixok tulajdonsagai
o Ferdeszimmetrikus matrix féatléjaban 0-k allnak.

Szimmetrikus matrixok 0sszege szimmetrikus.

o
@ Ferdeszimmetrikus matrixok Osszege ferdeszimmetrikus.
o

Szimmetrikus matrixok szorzata nem feltétlenul szimmetrikus.

v
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Matrixok inverze
Definicié — matrix invertdlhatdsiga
Azt mondjuk az A n-edrendii négyzetes matrixrdl, hogy invertalhatd, vagy

létezik az inverze, ha létezik olyan B n-edrendii kvadratikus matrix, hogy
AB = BA = E,.

Tétel

Ha A invertalhatd, akkor az inverze egyértelmii. Jele: A~1.

Példa:
(43 4 (-5 3
(72) (7 )

Allitas — a matrixinvertalas tulajdonsagai
o Ha A invertalhatd, akkor A1 is az és (A~1)~1 = A.
@ Ha A és B invertdlhaté és létezik AB, akkor ez is invertalhaté és
(AB)"t=B"1A"L
o Ha A invertalhatd, akkor AT is az és (A71)7 = (AT)~L. )
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Determinansok, elokészités

Determindns: négyzetes matrixhoz rendelt valds szam.

Definicié — permutacidk inverzidi

Legyen n € N és jeldlje o az {1,2,..., n} halmaz egy permutdciéjat, azaz

legyen
o:{1,2,...,n} = {1,2,....n}, i— o(i)

bijektiv flggvény. (Itt o(i) jeldli a permutacidban az i. helyen allé elemet.)
Azt mondjuk, hogy a o permutaciéndl az i és j elem inverziéban all, ha

i <jéso(i)>o(j). Egy o permutacié paros, ha benne az inverzidban
allé parok szama péros, és paratlan, ha ez a szadm paratlan.

Példa: Halmaz: {1,2,3,4}

o1 =(1,3,4,2) Inverzidk szdma: 2
o =(1,2,3,4) Inverzidk szdma: 0
o3 =(4,3,2,1) Inverzidk szdma: 6
o4 =(2,3,4,1) Inverzidk szdma: 3
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Determinansok
Definicid — determinans

Legyen A = (aj) egy n x n-es matrix. Az A matrix n® db elemébdl
vélasszunk ki tigy n elemet, hogy minden sorbdl és oszlopbdl pontosan
egyet vélasztunk. A kivalasztott elemek alakja:
d10(1)s 925(2)s - * - » na(n)-
Az A matrix determindnsa:
det(A) = |A| = 25(0)310(1)320(2) -+~ dng(n)-

o

. , 17 h 7z ,
Ez az dsszeg n! tagi. Itt: e(o) = { a o paros

—1, ha o paratlan.

Példa:
QO n=2: det(A) = |A‘ = a11d22 — a124a21.
Q@ n=3:det(A)=....
Tétel — a determindnsok szorzastétele
Ha A és B azonos rend(i négyzetes matrixok, akkor
det(AB) = det(A) - det(B).
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A determindns szemléletes jelentése

@ masodrendii (2x2-es) determinans: a determindns sorai, mint
vektorok altal kifeszitett parallelogramma el6jeles teriilete

Al =

a b
c d ‘—ad—bc

(c,d)

T=|ad-bc|

(a,b)

@ harmadrendii (3x3-as) determinéns: a determindns sorai, mint
vektorok altal kifeszitett paralelepipedon el6jeles térfogata
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Allités — a determindns tulajdonsagai

det(A) = det(AT)

Ha A valamely sora csupa 0 elembdl all, akkor det(A) = 0.

Ha A két sorat felcseréljiik, a determinans —1-szeresére valtozik.

Ha A két sora egyenld, akkor det(A) = 0.

Ha A valamely sordt megszorozzuk egy A valés szammal, akkor az igy

kapott matrix determindnsa A - det(A).

@ Ha A minden sordat megszorozzuk egy A szammal és A n-edrendd,
akkor a kapott matrix determindnsa A" - det(A).

@ Ha A két sora egymds skaldrszorosa, akkor det(A) = 0.

@ Egy matrix determinansa nem valtozik, ha valamely sorahoz
hozzdadjuk egy mdsik sor A-szorosat.

@ Ha A valamely sora el6édllithaté a tobbi sor lindris kombinaciéjaként,
akkor det(A) = 0.

@ A fentiek igazak sorok helyett oszlopokra is.

Kovetkezmény

Ha det(A) # 0, akkor A sorai (vagy oszlopai) linedrisan fiiggetlen vektorok.
Ekkor ha A n x n-es: sorai R"” egy bazisat alkotjak.
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Specidlis alaki matrixok determindnsa
Allitas
TetszOleges n € N esetén az egységmatrix determindnsa 1.

det(E,) =1

Allitas
Legyen A egy fels6 haromszog alaki matrix, azaz olyan kvadratikus
matrix, melynek féatldja alatt csupa nulla szerepel:

di1 412 413 ... din
0 dp2 ad»3 ... aop
A= 0 0 d33 ... asn
0 0 0 ann

Ekkor A determindnsa éppen a féatlébeli elemek szorzata.
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A determindans kapcsolata az invertdlassal

Definicié — matrixok regularitdsa
Azt mondjuk, hogy az A négyzetes matrix szinguldris, ha determinansa 0.
Ellenkezd esetben (azaz ha det(A) # 0) A regularis.

Tétel
Egy négyzetes matrix pontosan akkor invertalhatd, ha regularis.

V.

Megjegyzés: Legyen A egy reguldris matrix. Mivel A- A=l = E, ahol E az
A-val azonos méretli egységmatrix, ezért a determindnsok szorzastétele
alapjan

det(A) - det(A™!) = det(E) = 1.
A fenti egyenletbdl kovetkezik, hogy A és A~1 determindnsa egymas

reciproka:
det(A)~! = det(A™1).
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A determinans kiszdmitasi médjai
@ Sarrus-szabdly: 2 x 2-es és 3 x 3-as matrixok determindnsara
@ Gauss-eliminacié: bizonyos — a fenti tulajdonsagokat hasznalé —

atalakitdsok révén a matrixot felsé hdromszog alakidra hozzuk (fé6atlé
alatt csupa 0), ekkor a determindns éppen a fé4tldbeli elemek
szorzata. Ezek az atalakitasok:

> sorcsere, ekkor a determindns el§jelet valt;

> )\ € R kiemelése egy sorbdl;

> egy sor \-szorosdnak hozzdaddsa egy masik sorhoz.

O Kifejtési tétel: Legyen A egy n-edrendii matrix.
» Kivélasztjuk A egy tetszbleges sordt (vagy oszlopat),
» ennek minden elemét megszorozzuk az elemhez tartozé algebrai
aldetermindnssal,
» majd a kapott szorzatokat osszeadjuk.

Az aj; elemhez tartozé algebrai aldetermindns (—1) "/ A;;, ahol A; annak
az (n — 1)-edrend(i determindnsnak az értéke, amelyet A-bdl az i. sor és
J. oszlop kihidzasaval kapunk.
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Vektorrendszer rangja

Definicié — altér dimenzidja

Az R" tér egy altere k dimenzids, ha tartalmaz k linearisan fiiggetlen
vektort, de k + 1 darabot mar nem.

Definicié — vektorrendszer rangja

Tekintsiik R" egy A vektorrendszerét. Az A vektorrendszer rangja az
altala generalt altér dimenzidja:

rang(A) = dim(L(A)).
Példa: R3-ban legyen A = {u, v, w}, ahol

1 1 3
u=\|11, v=1[3 |, w=1]5
1 0 2

Mivel w = 2u + v, ezért w benne van a mésik 2 vektor 4ltal generdlt
altérben. Viszont u és v linedrisan fiiggetlen, ezért rang(A) = 2.

Megjegyzés: Tekintsiik R” egy vektorrendszerét: A = {vi,..., vy} C R".
Ekkor rang(.A) < n és rang(A) < m. J
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Ranginvarians atalakitdsok

Tétel — ranginvarians atalakitasok
Egy vektorrendszer rangja nem valtozik, ha
o valamelyik vektort megszorozzuk egy nem-nulla skalarral;

o valamelyik vektorhoz hozzdadjuk egy masik vektor tetszéleges
skalarszorosat;

o elhagyunk a vektorrendszerbdl olyan vektort, mely a tobbi vektor
linedris kombinacidja.

Definicié — matrix rangja

Egy matrix rangja alatt a matrix sorai (vagy oszlopai), mint vektorok &ltal
alkotott vektorrendszer rangjat értjik. Jelolés: rang(A).

Tehat egy m x n tipust matrix rangja legfeljebb m és n koziil a kisebbik.
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Linearis egyenletrendszerek

Definicié — linearis egyenletrendszer

Az
ajxy + apxo + -+ ainxn = b1

ar1x1 + axmxp + -+ - + anxp = by

am1x1 + am2x2 + -+ + amnXp = by
alaki egyenletrendszert, ahol az a; (i € {1,...,m}, j€{1,...,n}) és a
bx (k € {1,..., m}) valés szdmok ismertek, xi, ..., x, ismeretlenek,
linearis egyenletrendszernek nevezziik.
@ ajj: az egyenletrendszer egyltthatdi
@ by: szabad tagok, vagy konstansok

@ az egyenletrendszer alapmatrixa, ill. kibOvitett matrixa:
a1 ... din a1 ... din b1
ani ... d2p / ani ... an b2
A= ] ) és Alb= ]
ami --- amn amli --- amn | bm
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Linearis egyenletrendszerek megoldhatésaga

A linedris egyenletrendszer matrixos alakja: Ax = b.

Definicié — a megoldhatésaggal kapcsolatos elnevezések
A linedris egyenletrendszer

e megoldhatd, ha van megoldasa, azaz létezik olyan (xi,. .., x,) vektor,
hogy Ax = b fennall;
hatdrozott, ha pontosan 1 megoldasa van;
hatarozatlan, ha tobb megolddsa van;
@ ellentmonddsos, ha nincs megoldasa.

Tétel — rangkritérium
o Egy linedris egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha
rang(A) = rang(A|b).

@ Ha megoldhaté és rang(A) = n (ahol n az ismeretlenek szdma), akkor
hatarozott, ha rang(A) < n, akkor hatarozatlan.

v
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Linearis egyenletrendszerek megoldashalmaza

Definicié — linearis egyenletrendszer homogenitdsa

A linedris egyenletrendszer homogén, ha b = 0, azaz ekkor matrixos alakja
Ax = 0. Egyébként a linearis egyenletrendszer inhomogén.

Megjegyzés: egy homogén linearis egyenletrendszernek a nullvektor mindig
megolddsa.

Allitds — homogén linedris egyenletrendszer megoldasai

Egy homogén linedris egyenletrendszer osszes megoldasa alteret alkot
R"-ben, melynek dimenzidja n — rang(A). Ezt az alteret megoldastérnek
nevezziik. )

Allitds — inhomogén linearis egyenletrendszer megoldasai
Ha Ax = b megoldhatd, akkor megolddshalmaza xg + H alakd, ahol
@ Xxp a linedris egyenletrendszer egy rogzitett megoldasa;

e H a megfelel6 homogén linedris egyenletrendszer (azaz Ax = 0)
megoldastere.
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Linearis egyenletrendszerek megoldasa Gauss-eliminaciéval
Linedris egyenletrendszer kibOvitett mdtrixa: sorok ~ egyenletek.
Nem valtozik a linedris egyenletrendszer megoldashalmaza, ha:

@ egyenletet (sort) szorzunk A # 0-val;

o egyenlethez (sorhoz) hozzdadjuk egy mdsik egyenlet (sor) A-szorosét;

e megcseréliink két egyenletet (sort);

o elhagyunk olyan egyenletet (sort), mely egy masiknak skalarszorosa.
Egyenletrendszer kibdvitett matrixa ~~ trapéz alak (f64tlé alatt csupa 0),
innen visszahelyettesitéssel adédnak a megolddsok.

@ Ha elimindcié kdzben (0...0| # 0) sor adédik, akkor az

egyenletrendszer ellentmonddsos.

@ Ha az eliminacié végén n sor marad, akkor az egyenletrendszer

hatdrozott, ha kevesebb, akkor hatdrozatlan.

Példa:
X+ 4y — 3z = 1 —X1 + 2x3 =1
2x+ 9y — z =-3 3x1+2x —12x3 =1
—2x—10y +16z = 8 2x1 +2xp — 10x3 =2
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Linearis transzformacidk

Ebben a részben rogzitjik n-et, és az R" térben fogunk dolgozni.
Feltessziik, hogy adott ebben a térben egy bazis, és minden vektornak erre
a bazisra vonatkozdan adottak a koordinatai.

Definicié — linearis transzformacié
Legyen adott egy A n X n-es matrix. Az

R" - R" v~ Av
leképezést az R" tér egy linedris transzformacidjanak hivjuk. (Azaz a v
vektort megszorozzuk balrdl az A négyzetes matrixszal.)
Ezt a transzformaciét gyakran pa-val jeldljiik, azaz pa(v) = Av.
Példak:
o Forgatdsok, tiikrozések, A-nyujtasok.
o Vetitések, pl. R3 egy rogzitett, origén dthaladé sikjara merélegesen.
Forgatasok és tiikrozések matrixa R2-ben a természetes bazisban:
cosa —sina cos(2a sin(2a
rot, = . refl, = . (20) (20)
sina cosa sin(2a) — cos(2a)
A A-nyljtds matrixa R"-ben a természetes bazisban: \E,.
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Linedris transzformaciék tulajdonsagai
Linedris transzformacidk tulajdonsagai
Minden linedris transzformdcié
e additiv, azaz Vv,w € R": A(v + w) = Av + Aw;
@ homogén, azaz Vv € R"”, A € R: A(Av) = MAv.

Megjegyzés: linearis transzformaciénal nullvektor képe nullvektor.
Tétel — linedris transzformacidk alaptétele

Egy linearis transzformaciot egyértelmiien meghataroz egy bazison vald

hatdsa. Tehat ha B = (by, by, ..., b,) bazisa R"-nek, wy, wa, ..., w,

tetsz6leges vektorai R"-nek, akkor egyértelmiien létezik olyan A n x n

matrix, hogy Ab; = w;. Tovabba ekkor tetszoleges v € R" vektor esetén
Av = \iwy + dows + -+ - + Aaw,,

ha v =A1b1 + Aoby + -+ \,bp.

Allitas
A v — Av linedris transzformacié pontosan akkor bijektiv, ha A regularis,
azaz det(A) # 0. Ekkor a transzformacié bazist bazisba visz.

v
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Példa linedris transzformdcidék kompozicidjara
Tegyiik fel, hogy R?-ben szeretnénk alkalmazni a kdvetkezd linedris
transzformaciét:

o tiikrozziik a vektort az x-tengellyel 30°-ot bezard (origdn athaladd)
egyenesre;

@ a tiikorképnek vegyiik az ellentettjét, valamint ennek kétszeres
nagyitottjat;
@ a kapott vektort vetitsiik le mer6legesen az y-tengelyre.
Hogy néz ki az igy kapott linedris transzformacié?

(x,y) = reflsgo(x, y) = —2(refl3po (x, y)) = proj, ( — 2(reflzpe (x, y)))
Matrixa:

o) 2) (e 3)-(a0)

I/gy a kapott transzformacié:

00 X 0
(_\@ 1><y>:(—ﬁx+y)’ azaz (x,y) — (0, —V3x +y).

‘& N[
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Linearis transzformacié sajatértékei, sajatvektorai
Definicié — sajatérték, sajatvektor
Tekintsiink R"-ben egy A matrixszal adott linedris transzformaciét. Egy

nem-nulla v € R" vektort A sajatvektoranak hivunk, ha 3A € R: Av = Av.
Ekkor A-t a transzformdcidé v-hez tartozd sajatértékének mondjuk.

Példak: sajatvektorok forgatas, tiikrozés, A-nyujtas esetén.
Megjegyzések:
@ Ha v sajdtvektora A-nak, akkor a hozzd tartozd sajatérték egyértelmi.
@ Ha )\ sajatérték, akkor a hozza tartozé sajatvektorok halmaza altér:
Ly :={veR"| Av = Av} altér R"-ben: a A\-hoz tartozé sajataltér.
Definicié és tétel
e Egy A linedris transzformacié (vagy matrix) karakterisztikus
polinomja a det(A — AE,;) n-edfoki polinom, ahol n a tér dimenzidja.

@ Ennek gyokei éppen a linedris transzformacié sajatértékei.
o A sajatértékek szorzata éppen a matrix determindnsa.

Példa: Hatdrozzuk meg az aldbbi lin. trf. sajatértékeit és sajatvektorait!
(X7y) = (2X__)/,—12X+3_)/)
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Kvadratikus fuggvények

Kvadratikus: négyzetes, mdsodfoki (akar tobbvaltozds) fliggvények.
Definicié — kvadratikus fuggvény

Legyen A egy n x n-es szimmetrikus matrix, és R"” elemeit tekintsiik a
természetes bazisban felirt oszlopvektorokként. Ekkor a

Q:R" = R, x = Q(x) :=x" Ax

fuggvényt kvadratikus fliggvénynek vagy kvadratikus formanak nevezziik.

v

Alkalmazds: Kozgazdasagtani modellekben: koltségfiiggvény,
profitfliggvény gyakran kvadratikus.
Példa: Mi R3-ban az A matrix 4ltal meghatarozott kvadratikus fiiggvény?

6 2 1
A=12 1 0
1 01

Altalaban az n-valtozés kvadratikus alak:
n n

2 2
Q(X) = Q(Xl, 500 ,Xn) = ZZa;jX,-xj = ai1xqy + apxixe + - - - + annX;,
i=1 j=1
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Kvadratikus formak definitsége

Definicié — definitség

Egy Q kvadratikus fiiggvény, valamint az 6t definidlé A matrix

pozitiv definit, ha Q(x) > 0 minden x € R", x # 0 esetén;
pozitiv szemidefinit, ha Q(x) > 0 minden x € R" esetén;
negativ definit, ha Q(x) < 0 minden x € R", x # 0 esetén;
negativ szemidefinit, ha Q(x) < 0 minden x € R" esetén;

indefinit, ha Q(x) felvesz pozitiv és negativ értékeket is.

Tétel
A Q(x) = xT Ax kvadratikus fiiggvény pontosan akkor

pozitiv definit, ha A Osszes sajatértéke pozitiv;
pozitiv szemidefinit, ha A Osszes sajatértéke > 0;
negativ definit, ha A Osszes sajatértéke negativ;

negativ szemidefinit, ha A Osszes sajatértéke < 0;

indefinit, ha A-nak van pozitiv és negativ sajatértéke is.

v
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Definitség eldontése a determindns segitségével

Tétel

Tekintsuk ismét az A szimmetrikus matrixbdl szdrmazd @ kvadratikus
format, és jelolje Ay az A matrix bal felsé k-adrendii sarokdetermindnsat
(vagy sarokféminorat), azaz

aj; a
Ar=an, Dp=| 0 T2 A=Al
a21 a2
A @ kvadratikus fiiggvény pontosan akkor
@ pozitiv definit, ha Ay > 0 minden k =1,..., n esetén;
o negativ definit, ha (—1)kA, > 0 minden k = 1,..., n esetén.
Példak:
6 2 1
A=|210 B:(_i _;)
1 01

A: pozitiv definit, B: negativ definit
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Euklideszi terek

Definicié — Skalaris (vagy bels6) szorzat

Legyen A egy n X n-es szimmetrikus, pozitiv definit matrix, és R” elemeit

tekintsiik a természetes bazisban felirt oszlopvektorokként. Ekkor az
(x,y)a = xT Ay

mennyiséget az x és y vektorok skaldris vagy bels6 szorzatdnak nevezziik.
Az R” teret elldtva egy (, Ya: R” x R" — R fiiggvénnyel (skalaris
szorzattal) euklideszi térnek mondjuk. Jele: E = (R", (, )a).

Megjegyzés: Ha A egyértelmii, akkor (, ) helyett irhatunk (, ) -t.
Példak: (1) Mi R3-ban az A métrix altal meghatarozott skalaris szorzat?

6 2 1
A=112 1 0
1 01

(2) R2-ben az egységmatrix valasztasaval:

(X, ¥)E = (x,¥) = xy1 + xey2, ha x = (x1,%), y = (y1,y2)
Ez ugyanaz, mint amikor (x, y) = |x||y|cos Z.
2020 tavasz 37 / 62



Tovabbi példdk; a skalaris szorzat tulajdonsagai

Az eléz6 oldali (2) altaldnositdsa tetszéleges dimenzidra:

(3) Tekintsiink R"-ben két vektort (a természetes bazisban felirva):

x = (x1,x2,...,%n) és y = (y1,¥2, ..., ¥n). Ekkor a 2 vektornak az n x n
tipusl egységmatrix altal meghatarozott skalaris szorzata:

<X7)/> = XTEny =Xx1y1 + X0y + -+ - + XpYn.

A (3) példaban szerepld skaldris szorzatot R” kanonikus vagy természetes
skaldris szorzatanak hivjuk.

Skaldris szorzat tulajdonsdgai

Tekintsiink egy A szimmetrikus, pozitiv definit matrix dltal meghatdrozott

(, ) skaldris szorzatot R"-en. Ekkor ez a skalaris szorzat

(a) elsé véltozéjdban additiv: (x + y,z) = (x,z) + (y, z);

(b) elsé véltozéjaban homogén: (Ax,y) = A(x,y);

(c) szimmetrikus: (y,x) = (x,y);

(d) pozitiv definit: ¥Vx € R" : (x,x) >0, és ({x,x) =0 < x =0).
o (a)+(b) = a skalaris szorzat els6 valtozéjaban linedris
@ ...+(c) = a skaldris szorzat a masodik véltozdjaban is linedris
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Vektorok normdja euklideszi terekben
Definicié — vektorok normdja (hossza)

Tekintsiink egy E = (R”, (, )) euklideszi teret, ahol a skaldris szorzatot az
A matrix szarmaztatja. Egy x € R" vektor norméaja vagy hossza

x| == v/(x,x) = VxT Ax.

Megj.: a gyokvonas elvégezheté az A matrix pozitiv definitsége miatt.
Példa: R2-ben a kanonikus belsd szorzat esetén: ||x| = /x? + x5 = |x|.
Tétel — a Cauchy—Schwarz-egyenlGtlenség

Az E = (R", (, )) euklideszi tér tetszdleges x, y vektoraira

|6l < ixI]- Hlyll-
Egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha x és y egymas skaldrszorosa.

Definicié — vektorok &ltal bezart szog

Legyen x és y az [E euklideszi tér 2 nem-nulla vektora. Ekkor az x és y
altal bezart szog (x,y)
arccos ———-—-
<1l -yl )
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Vektorok ortogonalitasa

Skaldris szorzat lényege
Skalaris szorzat R"-en ~~ szogmérés, tavolsdgmérés! J

Megj.: Ha x vagy y nullvektor, akkor a bezart szogiik definicié szerint

arccos0 = g

Definicié — ortogonalitas

@ Azt mondjuk, hogy x és y merdlegesek vagy ortogonadlisak, ha
(x,y) =0. Jelolés: x_Ly.

e Azt mondjuk, hogy x € R" egységvektor, ha ||x| = 1.

Megj.: Vx € R", x # 0 esetén ﬁ egységvektor.

Allitas
Legyen e egységvektor. Ekkor (x, e) az x vektor e-re es6 merdleges
vetiiletének a hossza, (x, e)e pedig x-nek az e-re es6 merdleges vetiilete.
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Szimmetrikus és ortogondlis matrixok

Tekintsiik most a természetes skaldris szorzattal elldtott R" teret.
Definicié — ortogonalis matrix

Egy négyzetes Q matrix ortogonalis, ha Q1 = Q7.

Tétel — ortogonalitassal ekvivalens allitasok

Egy négyzetes Q matrix esetén a kovetkezé allitasok ekvivalensek:
@ A @ matrix ortogonalis.
e Q- QT =E.
@ @ sorai paronként merdleges egységvektorok.
@ @ oszlopai paronként merdleges egységvektorok.

Tétel — szimmetrikus matrixok sajatértékei

Legyen A négyzetes szimmetrikus matrix, azaz AT = A. Ekkor
o A sajitértékei (a det(A — \E,) = 0 egyenlet gyokei) valés szamok.
@ A kiilonboz6 sajatértékekhez tartozé sajatvektorok ortogonalisak.
o A-hoz létezik olyan Q ortogonalis matrix, hogy Q 1AQ diagonalis
alaki (azaz a f64tléjan kiviil minden elem nulla), és a fé4tléban éppen
A sajatértékei vannak. |
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Valdszinliségszamitas — bevezetés

Valdszinliségszamitas targya: véletlen jelenségek, véletlen kisérletek
vizsgalata.

Véletlen jelenség vagy véletlen esemény alatt azt értjiik, amikor a
(figyelembevehetd) koriilmények nem hatdrozzdk meg egyértelmiien a

jelenség kimenetelét.
Kisérlet: tobb alkalommal lényegében azonos médon megismételheto.

o Egy kisérlettel kapcsolatos eseményeknek fogunk valdszinliséget
tulajdonitani.

o Leszamlalasi problémak megolddsahoz sziikséglink van a
kombinatorikai fogalmakra.

Aradi Bernadett Gazdasagi matematika 2 2020 tavasz 42 / 62



Kombinatorika — Permutacié
Definicié — permutacié
Legyen A egy halmaz n kiilonbozé elemmel (n € N). A egy permutacidjan

egy, az {1,2,...,n} halmaz és A kozotti bijektiv leképezést értiink, azaz
az A elemeinek valamilyen sorrendben valé felsoroldsat.

Jelolje P, az A halmaz Osszes permutacidinak szamat.
o Ekkor P; = 1.
o Belatjuk, hogy P, =n-P,_1.
Az n elemii halmazbdl rogzitiink egy elemet. A maradék n — 1 elemet
P,_1-féleképpen rendezhetjiik sorba, majd a rogzitett elemet n helyre
sorolhatjuk be. Igy Pn = n- P,_1, azaz P, =n- (n—1)...2-1=nl

Tétel J

n kulonbozé elem lehetséges sorbarendezéseinek a szama P, = n!.

Példak: (1) Hényféleképpen érhet célba 10 futd egy futdversenyen?
(2) Hany 5-jegyii szam irhaté fel a 3,4,5,7,9 szamjegyekbdl, ha minden

szamjegy csak egyszer szerepelhet? Es a 2,2,2,7,7 szamjegyekbdl?
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Ismétléses permuticid
Hany 5-jegyli szam irhaté fel a 2,2,2,7,7 szdmjegyekbdl?
Megoldas: Ha megkiilonboztetnénk egymastdl a ketteseket és a heteseket,
akkor 5! lenne a sorrend, viszont a kettesek illetve a hetesek cserélgetésével
nem kapunk (j 5-jegyli szdmot. = Az ismétlédé elemek lehetséges
sorrendjeivel osztanunk kell az 5!-t, azaz a végeredmény:
5! 1-2-3-4-5
= = 10.
21,31 1.2.1-2-3

Tétel

Ha n elemiink van k kiilonbozo fajtabdl, az 1. fajtabdl ¢1, a 2.-bdl ¢, stb.
(azaz 41 + lo + - - - + £, = n), akkor az n elem lehetséges sorrendjeinek a

SZama nl

plsbic —
n V.. )

Ismétléses perm.: n elem sorbarendezése, melyek kozott vannak azonosak. J

Példa: Van 7 kilonbozé szind, de egyébként egyforma bogrénk: 2 sirga, 1
zold, 1 lila és 3 kék. Hanyféleképpen rakhatjuk sorba a bogréket a
konyhaszekrényben?
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Variacié

Variacié: kivalasztds és sorbarendezés.

Definicié és tétel — ismétlés nélkiili varidcié

Egy n elemii halmaz k-ad osztalyd ismétlés nélkiili varidcidi alatt a halmaz
elemeibdl kivalasztott k hosszlsagl sorozatokat értjiik. Ezek szama:

Vn,k:(nj—!k)!:”‘(”_1)---(”_k+1)~

Itt sziikségképpen n > k.

= Olyan kivélasztds, ahol szdmit a sorrend.
Példak:
(1) Hényféleképpen alakulhatnak a dobogds helyezések egy 10 fGs
futéversenyen?
(2) Egy nyereménysorsoldson 5 kiilonb6zd dij van, a résztvevék szdma 200
f6. Hany lehetséges kimenetele van a sorsoldsnak, ha mindenki csak
egyszer nyerhet? ~~ visszatevés nélkiili mintavétel
Es ha az egyes nyertesek kihtizdsa utdn , visszadobjik a gy8ztes nevét a
kalapba”? ~ visszatevéses kivalasztas
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Ismétléses variacid

Definicié és tétel — ismétléses variacié

Egy n elemii halmaz k-ad osztalyu ismétléses variaciéi alatt a halmaz
elemeibd| visszatevéssel kivalasztott k hossziisagl sorozatokat értjiik.
Ezek szdma:

i _ Lk
mG—n.

Ismétléses variacié: kivalasztds és sorbarendezés, de mivel egy elemet
tobbszor is vélaszthatunk, ezért itt n < k is lehetséges.

Példak:

(1) Hényféleképpen tolthetiink ki egy totdszelvényt?

(2) Hany részhalmaza van egy k elemii halmaznak?

Megoldds: Minden elem esetén dontiink arrdl, hogy igen (1) vagy nem (0),
azaz bekeriiljon-e az elem a részhalmazba, vagy nem.

Tehat a 2 lehet6ségbdl k-szor vélasztunk visszatevéssel.

I/gy az osszes részhalmaz megkaphaté. Osszesen V2"7k = 2K lehet8ség.

A részhalmazok megfelelnek a k hosszlsagu binaris sorozatoknak:

1001...110.
Y



Kombinacié

Kombindcié: kivalasztas. (Sorrend nem szamit.)

Definicié és tétel — ismétlés nélkuli kombinacid

Egy n elemii halmaz k elemii részhalmazait a halmaz k-ad osztalyu
ismétlés nélkiili kombindcidinak nevezziik. Szadmuk:

Definicié szerint 0! = 1.
Itt sziikségképpen n > k.

Példak:

(1) Hényféleképpen tolthetiink ki egy otoslottd szelvényt?

(2) Egy nyereménysorsoldson 5 egyforma dij van, a résztvevék szdma 200
f6. Hany lehetséges kimenetele van a sorsoldsnak, ha mindenki csak
egyszer nyerhet? ~- visszatevés nélkuli mintavétel

Es ha az egyes nyertesek kihizdsa utdn , visszadobjdk a gyOztes nevét a
kalapba”? ~ visszatevéses kivalasztas
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Ismétléses kombinacid

Definicid és tétel — ismétléses kombinacid

Ha egy n elemi halmaz elemeibdl tigy képeziink k elemii halmazt, hogy
egy elemet tobbszor is vélaszthatunk (azaz visszatevéssel), akkor az n elem
k-ad osztalyd ismétléses kombindcidjardl beszéliink. Szamuk:

; n+k—1
n,k: k ° )

Ismétléses kombinacid: kivalasztds, de mivel egy elemet tobbszor is
valaszthatunk, ezért itt n < k is lehetséges.

Példak:

(1) Hényféleképpen oszthatunk szét 10 (egyforma) almat 4 ember kozott?
(2) Feldobva 3 dobdkockat, hanyféleképpen alakulhat a dobott szamok
eloszldasa? Megoldds: n =6,k = 3, Cé'73 = (6+§_1) = (g) = 56.

Allitas

Legyen k,n € NU {0}, n > k. Ekkor

(D - <nfk)'
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Binomidlis tétel
Tétel — binomialis tétel
Legyen x,y € R, n € N. Ekkor

ety = (1) jl)xn b (.,

+...+() () _

) an2y2+

n n
2 (k) Xkyn—k'

Definicié — binomialis egyutthaté

Az (Z) kifejezést binomidlis egylitthaténak nevezziik.

Megjegyzés: egyutthaték a Pascal-hdromszogben
Allitas
Minden n € N, 0 < k < n esetén

-G+
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Valdszinliségi mezd — bevezetés
A valdszinliséget egy fliggvényként fogjuk interpretalni, ami eseményekhez
hozzarendeli azok bekovetkezésének a valdszinliségét. Ehhez el6szor az
értelmezési tartomanyt, azaz az eseményeket kell megadnunk.

@ Sziikséges matematikai struktira: eseményalgebra.

Definicié — eseménytér, elemi események

Legyen Q rogzitett, nemiires halmaz: Q = {wy,wo,...}. Ezt
eseménytérnek, az elemeit pedig elemi eseményeknek nevezziik.

@ Elemi események: egy kisérlet, vizsgalt jelenség lehetséges kimenetelei.
e Események: Q (bizonyos) részhalmazai, amiknek valdsziniiséget
fogunk tulajdonitani.
Példa: Tekintsiik a kockadobas kisérletét.
Q = {wi,w2,...,ws}, ahol wy azt jelenti, hogy a dobas eredménye k.
A = {wy,wa,we} C Q egy esemény: a dobds eredménye paros.
Példa: Szamoljuk meg, hogy egy adott iizletben hanyan visarolnak egy
rogzitett napon. Ekkor Q2 = {0,1,2,...}.
A=1{0,1,2,3,4} C Q: a vizsgalt napon 5-nél kevesebben vésaroltak az
uzletben.
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Események

Definicié — esemény bekovetkezése

Az Q eseménytér egy A C Q eseménye bekovetkezik, ha az w € Q elemi
esemény valdsul meg és w € A.

Ellenkezd esetben, azaz ha w a jelenség kimenetele és w ¢ A, akkor azt
mondjuk, hogy A nem kovetkezik be.

Példa: kockadobds, Q = {w1,wo,...,we}.
Legyen A = {w2,ws,we} és B = {w1,wr,ws3}. Ha 4-est dobunk, akkor az
A esemény bekovetkezik, a B nem.

Definicié
Az () iires halmaz, mint Q részhalmaza a lehetetlen esemény, ez sohasem
kovetkezik be.

Q, amely maga az eseménytér, mindig bekovetkezik, ezt biztos
eseménynek is nevezziik.
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Miveletek eseményekkel
Definicié — miiveletek eseményekkel

Tekintsiink egy 2 eseményteret, valamint ennek A, B részhalmazait.

@ Az A esemény ellentett vagy komplementer eseménye az az esemény,

amely pontosan akkor kovetkezik be, ha A nem kovetkezik be.
Jele: A.

o Az A és B események Osszege vagy unidja az az esemény, amely
pontosan akkor kovetkezik be, ha a két esemény legalabb egyike
bekovetkezik. Jele: A+ B vagy AU B.

@ Az A és B események szorzata vagy metszete az az esemény, amely

pontosan akkor kovetkezik be, ha mindkét esemény bekovetkezik.
Jele: A- B vagy AN B.

o Az A és B események kiilonbsége az az esemény, amely pontosan
akkor kovetkezik be, ha A bekovetkezik, B nem.
Jele: A— B vagy A\ B.

Allitas
Tekintve az A és B eseményeket A— B = A- B.
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Kapcsolat az események kozott

Definicié — események kozotti relacidk
Tekintsiink egy 2 eseményteret, valamint ennek A, B részhalmazait.

o Az A és B események diszjunktak vagy egymdst kizdré események, ha
egyszerre nem kovetkezhetnek be.

@ Az A esemény maga utdn vonja a B eseményt, ha az A esemény
bekovetkezése esetén sziikségképpen B is bekovetkezik.
Jele: A= B vagy A C B.

Megj.: az A és B események diszjunkt volta azt jelenti, hogy szorzatuk a
lehetetlen esemény: A- B = ().

Allitas
Tekintve az A és B eseményeket a kovetkezok ekvivalensek:
A= B és B = A.
Példa: kockadobds, Q = {w1,wo,...,we}.
Legyen A = {w1,ws} és B = {w1, w2, w3, ws,ws}. Ekkor A = B.
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Eseményalgebra

Definicié — eseményalgebra

Tekintsiink egy 2 eseményteret. Ennek bizonyos részhalmazait akkor
nevezziik eseményeknek, valamint ezen halmazok A halmazat
eseményalgebranak, ha

@ a biztos esemény esemény: Q € A,

@ ha A esemény, akkor az A komplementere is az:
ha A € A, akkor A € A;

@ ha Ay, Ay, ... események, akkor ezek unidja (Gsszege) is esemény:
ha A1, Ay, --- € A, akkor

G A = iA; e A.
i=1 i=1

A fentiekbdl kovetkezik, hogy a lehetetlen esemény is esemény: () € A.
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Példak eseményalgebrara.

Tetszbleges Q esetén A = 2.
Tetsz8leges Q esetén A = {0, Q}.
Kockadobds.

Pénzérme feldobdsa.

Pénzérme feldobasa n-szer egymads utdn.
> Vizsgdlhatjuk a kulonboz6 dobdssorozatokat.

» Vizsgalhatjuk azt, hogy Osszesen hany fejdobdas tortént.

@ Szamoljuk meg, hogy egy adott lzletben hdnyan vasarolnak egy
rogzitett napon. Ekkor Q = {0,1,2,...}. Mi lehet itt az
eseményalgebra?

@ Legyen most a kisérlet az, hogy célbaloviink egy kor alaku céltablara.

Mik lehetnek itt az események, illetve az eseményalgebra? (Tegyiik

fel, hogy a céltablat mindenképpen eltalaljuk.)
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Gyakorisag, relativ gyakorisag

Tekintsiink egy kisérlettel kapcsolatos A eseményt. Hajtsuk végre a
kisérletet n-szer egymas utan.

Definicié
Az A esemény gyakorisdga az a szam, ahanyszor az A esemény
bekovetkezik az n kisérlet soran. Jele: k,(A). Ekkor k,(A) € {0,1,...,n}.

Az A esemény relativ gyakorisdga a bekovetkezések szdmanak és n-nek a
hanyadosa:

kn(A)

ra(A) = .

v

Tapasztalat: a kisérletek szdmanak novelésével az A esemény r,(A) relativ
gyakorisdga tart egy (a [0, 1] intervallumba esd) szdmhoz. Logikus ezt
tekinteni A valdszinliségének.
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A relativ gyakorisdg tulajdonsagai

Allitas

Tekintsiink egy kisérletet. Egy ezzel a kisérlettel kapcsolatos A esemény

relativ gyakorisagat (n végrehajtds esetén) jeldlje tovabbra is r,(A). Ekkor
e 0<rA) <1,

ra(0) =0, r,(Q) =1;

@ ha A és B egymast kizaré események, akkor

rn(A+ B) = ra(A) + ra(B);
@ ha Aj, As, ... egymdst paronként kizaré események, akkor
o oo
o (354) = etany
i=1 i=1

o r,(A) =1—r,(A);
e ha A= B, akkor r,(A) < ry(B).
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Valészinliségi mez6

Legyen Q egy nemiires halmaz, az eseménytér, A C 29 pedig (Q bizonyos
részhalmazaibdl 4ll6) eseményalgebra.

Definicié

Tekintsiink egy P: A — R fliggvényt, melyre

(1) P(A) >0, tetszbleges A € A esetén;

(2) P(Q) =1,

(3) ha A1, Ay, - -+ € A egymast paronként kizar6é események, akkor

oo oo
P (Z A,~> = _(P(A)).
i=1 i=1
Ez a valészinliség o-additivitasa.
Ekkor P-t valdszinliségnek vagy valdszinliségi figgvénynek, P(A)-t pedig
az A esemény valdszinliségének mondjuk.
Az (Q, A, P) hdrmast valdsziniiségi mezének hivjuk.

v
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A valészinliség tovabbi tulajdonsagai

Tétel

Tekintsiink egy (€2, A, P) valdsziniiségi mezét. A P valdsziniiségi fliggvény
rendelkezik az aldbbi tulajdonsagokkal.

e P(0)=0.
@ P (végesen) additiv, azaz ha A;, Az, ..., A, € A paronként
diszjunktak, akkor

P (zn: A,~> = En: P(A)).
i=1 i=1
o P(A)=1- P(A).
e P monoton: ha A= B (azaz A C B), akkor P(A) < P(B).

o Tetszbleges A és B események esetén

P(A+ B) = P(A)+ P(B) — P(A- B).

v
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Diszkrét valdszinliségi mezo

Definicié

Az Q) eseményteret, valamint az (2, A, P) valésziniiségi mezét diszkrétnek
mondjuk, ha Q megszamldlhaté halmaz, tehdt véges: Q = {wq,...,wn},
vagy megszamlalhatéan végtelen: Q = {wy,wy, ...}, tovabba A = 2.

Allitas és definicié
Diszkrét valésziniiségi mezdében a
pi ‘= P({w;}), i:1,2,...
szamok (azaz az elemi események valdsziniiségei) egyértelmiien

meghatdrozzdk a P valdsziniiségi fliggvényt.
Ekkor a fenti valdsziniiségek nemnegativak: p; > 0, és osszegiik 1, hiszen

ZP;=ZP({w,~})— <Z{w )—P Q) =

Ekkor a {p1, p2, ...} szdmok eloszlast alkotnak.

Példa: szabdlyos, ill. ,,szabdlytalan” dobdkocka esete.
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Klasszikus valdszintiségi mez6

Definicio

Az (Q, A, P) valésziniiségi mezd klasszikus valdszinliségi mezd, ha Q
véges, azaz

Q = {wi,ws,...,wn},

A =29 tovibba minden elemi esemény egyenléen valészinii.

Ekkor a valdszinliségi fliggvény tulajdonsagai miatt

1
P(w;) :== P({w;}) = PO €{1,2,...,n}.
Allitas
Klasszikus valdsziniiségi mezoben egy k elemii A esemény valdsziniisége
kiszamithato a . ;
k  kedvezd esetek szdma

PA) == =& :
n 0sszes eset szama

képlettel, ahol n = |Q].

v
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Geometriai valdszinliségi mezo

Ha az eseményteret R" egy véges részhalmazaval tudjuk beazonositani, az
elemi események pedig , egyenletesen oszlanak el” ezen a halmazon, akkor
geometriai valészinliségi mezordl beszéliink.

Allitas
Geometriai valdsziniiségi mezdben egy A C Q halmaz valdsziniisége A
mértékével aranyos, azaz
peay — HA)
( ) - _Qa
(%)
ahol p a halmaz mértékét jeloli, tehat példaul
@ n =1 dimenzié esetén u a hossz,

@ n = 2 dimenzid esetén y a terilet,

@ n = 3 dimenzid esetén p a térfogat.

Példa: Egy 1 méter hosszi rudat taldlomra kettétoriink. Mekkora a
valdsziniisége, hogy a 2 kapott darabbdl, valamint egy fél méter
hosszisagu radbdl egy haromszoget tudunk 6sszerakni?
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